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Аннотация
При 2𝑘 > 0.5𝑛(𝑛+1)+1 0 ≤ 𝑙 ≤ 0, 5𝑘−𝑤−1, 𝑤 = [ln𝑛/ ln 𝑝, ] доказана асимптотическая
формула для числа решений системы сравнений⎧⎨⎩ 𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑘 ≡ 𝑦1 + · · ·+ 𝑦𝑘 (mod 𝑝
𝑚)
. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑘 ≡ 𝑦𝑛1 + · · ·+ 𝑦𝑛𝑘 (mod 𝑝𝑚),
где неизвестные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 пробегают значения от 1 до 𝑝
𝑚−𝑙 из полной системы
вычетов по модулю 𝑝𝑚.
При 2𝑘 ≤ 0.5𝑛(𝑛+ 1) + 1 найденная формула не имеет места.
Пусть 1 ≤ 𝑠 < 𝑟 < · · · < 𝑛, 𝑠+ 𝑟 + · · ·+ 𝑛 < 0.5𝑛(𝑛+ 1), 0 ≤ 𝑙 ≤ 0, 5𝑘 − 𝑤 − 1. Тогда при
2𝑘 > 𝑠+ 𝑟 + · · ·+ 𝑛 для числа решений системы сравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥𝑠1 + · · ·+ 𝑥𝑠𝑘 ≡ 𝑦𝑠1 + · · ·+ 𝑦𝑠𝑘 (mod 𝑝𝑚)
𝑥𝑟1 + · · ·+ 𝑥𝑟𝑘 ≡ 𝑦𝑟1 + · · ·+ 𝑦𝑟𝑘 (mod 𝑝𝑚)
. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑘 ≡ 𝑦𝑛1 + · · ·+ 𝑦𝑛𝑘 (mod 𝑝𝑚),
где неизвестные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 принимают значения от 1 до 𝑝
𝑚−𝑙 из полной системы
вычетов по модулю 𝑝𝑚, найдена асимптотическая формула. Эта формула не имеет места
при 2𝑘 ≤ 𝑠+ 𝑟 + · · ·+ 𝑛.
Ключевые слова: неполные рациональные тригонометрические суммы, метод Хуа Ло-
кена, показатель сходимости среднего значения неполных тригонометрических сумм
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Abstract
For 2𝑘 > 0.5𝑛(𝑛+1)+1 0 ≤ 𝑙 ≤ 0, 5𝑘−𝑤− 1, 𝑤 = [ln𝑛/ ln 𝑝, ] the asymptotic formulas was
proved for the number of solutions of the system of congruences⎧⎨⎩ 𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑘 ≡ 𝑦1 + · · ·+ 𝑦𝑘 (mod 𝑝
𝑚)
. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑘 ≡ 𝑦𝑛1 + · · ·+ 𝑦𝑛𝑘 (mod 𝑝𝑚),
where unknowns 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 run values up 1 to 𝑝
𝑚−𝑙 from the complete system residues
by modulo 𝑝𝑚.
The finding formula for 2𝑘 ≤ 0.5𝑛(𝑛+ 1) + 1 has no the place.
Let be 1 ≤ 𝑠 < 𝑟 < · · · < 𝑛, 𝑠 + 𝑟 + · · · + 𝑛 < 0.5𝑛(𝑛 + 1), 0 ≤ 𝑙 ≤ 0, 5𝑘 − 𝑤 − 1. Then as
2𝑘 > 𝑠+ 𝑟 + · · ·+ 𝑛 for the number of the system of congruencies⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥𝑠1 + · · ·+ 𝑥𝑠𝑘 ≡ 𝑦𝑠1 + · · ·+ 𝑦𝑠𝑘 (mod 𝑝𝑚)
𝑥𝑟1 + · · ·+ 𝑥𝑟𝑘 ≡ 𝑦𝑟1 + · · ·+ 𝑦𝑟𝑘 (mod 𝑝𝑚)
. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑘 ≡ 𝑦𝑛1 + · · ·+ 𝑦𝑛𝑘 (mod 𝑝𝑚),
where unknowns 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 run values up 1 to 𝑝
𝑚−𝑙 from the complete system
residues by modulo 𝑝𝑚, was found the asymptotic formula. This formula has no place as
2𝑘 ≤ 𝑠+ 𝑟 + · · ·+ 𝑛.
Keywords: non-complete rational trigonometric sums, Hua Loo-keng’s method, the exponent
of convergence of the average value of non-complete trigonometric sums
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1. Введение
В настоящей работе мы продолжаем исследования по методу тригонометрических сумм
([1]-[10]).
Полной рациональной тригонометрической суммой называют сумму вида
𝑆(𝑞;𝐹 ) =
𝑞∑︁
𝑥=1
𝑒
2𝜋𝑖
𝐹 (𝑥)
𝑞 ,
где 𝑞 — натуральное число, 𝐹 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + · · ·+ 𝑎1𝑥 — многочлен с целыми коэффициентами,
которые в совокупности взаимно просты с 𝑞. Как известно, асимптотические формулы для
числа решений в аддитивных задачах теории чисел содержат в себе их средние значения вида
𝜎 =
+∞∑︁
𝑞=1
𝑞−1∑︁
𝑎𝑛=0
· · ·
𝑞−1∑︁
𝑎1=0
(𝑎𝑛,...,𝑎1,𝑞)=1
|𝑞−1𝑆(𝑞;𝐹 )|2𝑘,
где степень осреднения 2𝑘 равна количеству переменных в аддитивной задаче.
Хуа Ло-кен [2] доказал, что ряд 𝜎 сходится при 2𝑘 > 0, 5𝑛(𝑛 + 1) + 2 и расходится при
2𝑘 ≤ 0, 5𝑛(𝑛+ 1) + 2. Как показал второй автор этой статьи [6], для многочлена вида
𝐹 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + · · ·+ 𝑎𝑟𝑥𝑟 + 𝑎𝑚𝑥𝑚,
где 1 ≤ 𝑚 < 𝑟 < · · · < 𝑛,𝑚+ 𝑟 + · · ·+ 𝑛 < 0, 5𝑛(𝑛+ 1), ряд
𝜎′ =
+∞∑︁
𝑞=1
𝑞−1∑︁
𝑎𝑛=0
· · ·
𝑞−1∑︁
𝑎𝑟=0
𝑞−1∑︁
𝑎𝑚=0
(𝑎𝑛,...,𝑎𝑟,𝑎𝑚,𝑞)=1
|𝑞−1𝑆(𝑞;𝐹 )|2𝑘
будет сходиться при 2𝑘 > 𝑚+ 𝑟 + · · ·+ 𝑛+ 1 и расходиться при 2𝑘 ≤ 𝑚+ 𝑟 + · · ·+ 𝑛+ 1.
2. Неполные суммы и их средние значения
Рассмотрим неполную рациональную тригонометрическую сумму вида
𝑆(𝑝𝑚;𝑚− 𝑙, 𝑓(𝑥)) =
𝑝𝑚−𝑙∑︁
𝑥=1
𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥), (1)
𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑠=1
𝑎𝑠𝑥
𝑠
𝑝𝑚𝑠
, (𝑎𝑠, 𝑝) = 1,𝑚𝑠 ≤ 𝑚; 𝑙 > 0.
Оценка такой суммы найдена в работе [9]. Её среднее значение 𝑁(𝑝𝑚;𝑚− 𝑙) имеет вид
𝑁(𝑝𝑚;𝑚− 𝑙) = 𝑝−𝑚𝑛
∑︁
max{𝑚𝑛,...,𝑚1}≤𝑚
1×
×
𝑝𝑚𝑛−1∑︁
𝑎𝑛=0
(𝑎𝑛,𝑝)=1
. . .
𝑝𝑚1−1∑︁
𝑎1=0
(𝑎1,𝑝)=1
|𝑆(𝑝𝑚;𝑚− 𝑙, 𝑓(𝑥))|2𝑘. (2)
При 𝑙 = 0 сумма 𝑆(𝑝𝑚; 𝑓) = 𝑆(𝑝𝑚;𝑚, 𝑓) будет полной рациональной тригонометрической
суммой. Асимптотика среднего значения полных сумм получена в работе [10].
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Положим 𝑡 = max{𝑚1, . . . ,𝑚𝑛}. Из (2) получим
𝑁(𝑝𝑚;𝑚− 𝑙) = 𝑝−𝑚𝑛
𝑚∑︁
𝑡=0
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑛=0
· · ·
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎1=0
(𝑎𝑛,...,𝑎1,𝑝)=1
⃒⃒⃒⃒
𝑆
(︂
𝑝𝑚;𝑚− 𝑙, 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + · · ·+ 𝑎1𝑥
𝑝𝑡
)︂⃒⃒⃒⃒2𝑘
=
= 𝑝2𝑘(𝑚−𝑙)−𝑚𝑛
𝑚−𝑙∑︁
𝑡=0
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑛=0
· · ·
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎1=0
(𝑎𝑛,...,𝑎1,𝑝)=1
⃒⃒⃒⃒
𝑝−𝑡𝑆
(︂
𝑝𝑡;
𝑎𝑛𝑥
𝑛 + · · ·+ 𝑎1𝑥
𝑝𝑡
)︂⃒⃒⃒⃒2𝑘
+
+𝑝−𝑚𝑛
𝑚∑︁
𝑡=𝑚−𝑙+1
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑛=0
· · ·
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎1=0
(𝑎𝑛,...,𝑎1,𝑝)=1
⃒⃒⃒⃒
𝑆
(︂
𝑝𝑡;𝑚− 𝑙, 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + · · ·+ 𝑎1𝑥
𝑝𝑡
)︂⃒⃒⃒⃒2𝑘
=
= 𝑝2𝑘(𝑚−𝑙)−𝑚𝑛)𝜎(𝑝𝑚−𝑙) + 𝜎′. (3)
Запишем все рациональные коэффициенты многочлена в экспоненте суммы как дроби со
знаменателем 𝑝𝑚. Получим
𝑁(𝑝𝑚;𝑚− 𝑙) = 𝑝−𝑚𝑛
𝑝𝑚−1∑︁
𝑎𝑛=0
· · ·
𝑝𝑚−1∑︁
𝑎1=0
⃒⃒⃒⃒
𝑆
(︂
𝑝𝑚;𝑚− 𝑙, 𝑔(𝑥)
𝑝𝑚
)︂⃒⃒⃒⃒2𝑘
, 𝑔(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑠=1
𝑎𝑠𝑥
𝑠,
что равно числу решений следующей системы сравнений⎧⎨⎩
𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑘 ≡ 𝑦1 + · · ·+ 𝑦𝑘 (mod 𝑝𝑚)
. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑘 ≡ 𝑦𝑛1 + · · ·+ 𝑦𝑛𝑘 (mod 𝑝𝑚),
где неизвестные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 принимают значения из полной системы вычетов по мо-
дулю 𝑝𝑚−𝑙.
Справедливы следующие утверждения.
Пусть 𝑤 = [ln𝑛/ ln 𝑝], 𝑝𝜏‖(𝑛𝑎𝑛, . . . , 2𝑎2, 𝑎1), тогда 𝜏 ≤ 𝑤.
Определим, следуя Хуа Ло-кену ([2],p.217), решения
𝑥 = 𝜉1 + 𝑝𝜉2 + · · ·+ 𝑝𝑠−1𝜉𝑠 + . . . (4)
сравнения 𝑓 ′(𝑥) ≡ 0 (mod 𝑝𝑘) следующим образом
𝑝−𝜏0𝑓 ′(𝜉1) ≡ 0 (mod 𝑝), 𝑝𝑢1𝑔𝜉1(𝑥) = 𝑓(𝜉1 + 𝑝𝑥)− 𝑓(𝜉), (5)
где коэффициенты полиномов 𝑔𝜉1(𝑥) и число 𝑝 не имеют общего множителя, отличного от 1,
и далее по аналогии для 𝑠 ≥ 1 положим
𝑝−𝜏𝑠−1𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑠−1)(𝜉𝑠) ≡ 0 (mod 𝑝), (6)
𝑝𝑢𝑟𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟)(𝑥) = 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟−1)(𝜉𝑟 + 𝑝𝑥)− 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟−1)(𝜉𝑟), (7)
𝑘𝑠 = 𝑘𝑠−1 − 𝑢𝑠, 𝑙𝑠 = 𝑙𝑠−1 − 𝑢𝑠 + 1. (8)
Лемма 1. Пусть неравенства 𝑘𝑟−1 ≥ 2(𝑙𝑟−1 + 𝑤 + 1), 𝑘𝑟 < 2(𝑙𝑟 + 𝑤 + 1) определяют число
𝑟. Тогда имеем
𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓) =
∑︁
(𝜉1,...,𝜉𝑟)
𝑒
(︂
𝑓(𝜉1)
𝑝𝑘
+
𝑔𝜉1(𝜉2)
𝑝𝑘1
+ · · ·+ 𝑔𝜉1,...,𝜉𝑟−1(𝜉𝑟)
𝑝𝑘𝑟−1
)︂
×
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×𝑆(𝑝𝑘𝑟 ; 𝑘𝑟 − 𝑙𝑟, 𝑔(𝜉1,...,𝜉𝑟)).
Лемма 2. Пусть 𝑟 — наименьшее число по всем решениям (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑟), определённым в
(4)–(8), и удовлетворяющим неравенствам 𝑘𝑟−1 ≥ 2(𝑙𝑟−1 + 𝑤 + 1), 𝑘𝑟 < 2(𝑙𝑟 + 𝑤 + 1). Тогда
|𝑆(𝑝𝑘; 𝑘 − 𝑙, 𝑓)| ≤ (𝑛− 1)𝑝𝑘−𝑙−𝑟.
Доказательство лемм 1 и 2 ([9], теоремы 1 и 2).
Теорема 1. Пусть 𝑛 ≥ 2,𝑚 — натуральные числа, 𝑝 — простое число. Тогда при
2𝑘 > 𝑛(𝑛+1)2 + 1, 0 ≤ 𝑙 ≤ 0, 5𝑘 − 𝑤 − 1 и 𝑚→∞ имеем
𝑁(𝑝𝑚;𝑚− 𝑙) = 𝑝2𝑘(𝑚−𝑙)−𝑚𝑛(𝜎𝑝 +𝑂(𝑚𝑛𝑝((𝑚−1)/𝑛))(0,5𝑛(𝑛+1)+1−2𝑘)),
где
𝜎𝑝 = 1 +
+∞∑︁
𝑡=1
𝐴(𝑝𝑡), 𝐴(𝑝𝑡) =
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑛=0
· · ·
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎1=0
(𝑎𝑛,...,𝑎1,𝑝)=1
|𝑝−𝑡𝑆(𝑝𝑡; (𝑎𝑛𝑥𝑛 + · · ·+ 𝑎1𝑥)/𝑝𝑡)|2𝑘,
𝑆(𝑝𝑡; (𝑎𝑛𝑥
𝑛 + · · ·+ 𝑎1𝑥)/𝑝𝑡) =
𝑝𝑡∑︁
𝑥=1
𝑒
2𝜋𝑖
𝑎𝑛𝑥
𝑛+···+𝑎1𝑥
𝑝𝑡 .
Доказательство. Так как ряд 𝜎𝑝 сходится при 2𝑘 >
𝑛(𝑛+1)
2 + 1 и
𝐴(𝑝𝑡) ≤ 𝑛2𝑘(𝑡𝑝)𝑛𝑝((𝑡−1)/𝑛)(0,5𝑛(𝑛+1+1−2𝑘))
(см.[5], с.69), то из формулы (1), пользуясь оценками лемм 1 и 2, имеем
𝑁(𝑝𝑚;𝑚− 𝑙) = 𝑝2𝑘(𝑚−𝑙)−𝑚𝑛𝜎(𝑝𝑚−𝑙) + 𝜎′ =
= 𝑝2𝑘(𝑚−𝑙)−𝑚𝑛(𝜎𝑝 +𝑂(𝑚𝑛𝑝((𝑚−1)/𝑛)(0,5𝑛(𝑛+1+1−2𝑘)))) + 𝜎′,
где сумма 𝜎′ определена в (3) и имеет вид
𝜎′ = 𝑝−𝑚𝑛
𝑚∑︁
𝑡=𝑚−𝑙+1
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑛=0
· · ·
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎1=0
(𝑎𝑛,...,𝑎1,𝑝)=1
⃒⃒⃒⃒
𝑆
(︂
𝑝𝑡;𝑚− 𝑙, 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + · · ·+ 𝑎1𝑥
𝑝𝑡
)︂⃒⃒⃒⃒2𝑘
.
Теорема 1 доказана.
Утверждение следующей теоремы 2 основано на сходимости ряда 𝜎′𝑝 при 2𝑘 > 𝑠+𝑟+ · · ·+𝑛
(см.[4], с.71, теорема 5).
Теорема 2. Пусть 1 ≤ 𝑠 < 𝑟 < · · · < 𝑛,𝑚— натуральные числа, количество чисел 𝑠, 𝑟, . . . , 𝑛
равно 𝑙, причём 𝑙 < 𝑛, и пусть 𝑝 > 𝑛 — простое число, 𝑁𝑙(𝑝
𝑚) — число решений системы
сравнений ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥𝑠1 + · · ·+ 𝑥𝑠𝑘 ≡ 𝑦𝑠1 + · · ·+ 𝑦𝑠𝑘 (mod 𝑝𝑚)
𝑥𝑟1 + · · ·+ 𝑥𝑟𝑘 ≡ 𝑦𝑟1 + · · ·+ 𝑦𝑟𝑘 (mod 𝑝𝑚)
. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑘 ≡ 𝑦𝑛1 + · · ·+ 𝑦𝑛𝑘 (mod 𝑝𝑚),
где неизвестные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 принимают значения из полной системы вычетов по мо-
дулю 𝑝𝑚. Тогда при 2𝑘 > 𝑠+ 𝑟 + · · ·+ 𝑛 и 𝑚→∞ имеем
𝑁𝑙(𝑝
𝑚) = 𝑝𝑚(2𝑘−𝑙)(𝜎′𝑝 +𝑂(𝑚
𝑛𝑝((𝑚−1)/𝑛))(𝑠+𝑟+...𝑛−2𝑘)),
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𝜎′𝑝 = 1 +
+∞∑︁
𝑡=1
𝐴𝑙(𝑝
𝑡), 𝐴𝑙(𝑝
𝑡) =
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑛=0
· · ·
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑟=0
𝑝𝑡−1∑︁
𝑎𝑠=0
(𝑎𝑛,...,𝑎𝑟,𝑎𝑠,𝑝)=1
|𝑝−𝑡𝑆(𝑝𝑡; 𝑎𝑛𝑥𝑛 + · · ·+ 𝑎𝑟𝑥𝑟 + 𝑎𝑠𝑥𝑠)|2𝑘,
𝑆(𝑝𝑡; (𝑎𝑛𝑥
𝑛 + · · ·+ 𝑎𝑟𝑥𝑟 + 𝑎𝑠𝑥𝑠)/𝑝𝑡) =
𝑝𝑡∑︁
𝑥=1
𝑒
2𝜋𝑖𝑎𝑛𝑥
𝑛+···+𝑎𝑟𝑥𝑟+𝑎𝑠𝑥𝑠
𝑝𝑡 .
3. Заключение
Было бы интересно получить асимптотические формулы теорем 1 и 2 для более корот-
ких неполных рациональных тригонометрических сумм. Авторы предполагают продолжить
исследование подобных вопросов для кратных рациональных тригонометрических, начатые
вторым автором настоящей статьи [7]-[6]. Но ещё больший интерес представляют оценки очень
коротких рациональных тригонометрических и арифметических сумм.
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